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Abstract
In [1] a method for realizations of bialgebras is presented . It allows
to construct algebras of linear operators wich are endowed with a
bialgebra structure : Ux(∆, ǫ) . The inital data for such a construction
is a linear application :
x : L→ Invd(F ) ,
where L and F are two coalgebras that are supposed of finite dimen-
sions in this article , and where Invd(F ) denotes the algebra of right
invariant operators on any coalgebra F . T (L) and T (F ) denote the
tensor algebras which are equiped with their bialgebra structures ex-
tending, by algebra morphisms, the coproducts and counits defined
on L, resp on F . Let us recall shortly the construction .
The linear application x : L → Invd(F ) and the coalgebra structure
of L allow to extend for any l ∈ L , x(l) into an operator X(l) not
only defined on F , but defined on T (F ) in the following manner :
for w1 and w2 in T (F ) ,
X(l)(w1.w2) =
∑
k
X(l
′
k)(w1).X(l
′′
k )(w2)
where
∆L(l) =
∑
k
l
′
k ⊗ l
′′
k .
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In [1] it is shown that the algebra generated in End(T (F )) by the
operators X(L) and the indentity is a bialgebra : Ux(∆L, ǫL) , which
is included in Invd(T (F )) .
Then the duality theorem is expressed in the following way :
By taking the transposition of the application :
x : L→ Invd(F )
we obtain :
xt = y : F → Invd(L) ,
and by applying the previous results to x and y we obtain two bialge-
bras Ux(∆L, ǫL) and Vy(∆F , ǫF ) , and two bialgebra morphisms map-
ping units onto units
πx : T (L)→ Ux ⊂ Invd(T (F )) ⊂ End(T (F )) ,
πy : T (F )→ Vy ⊂ Invd(T (L)) ⊂ End(T (L)) .
By denoting for any coalgebra C, the canonical duality between c ∈ C
and A ∈ Invd(C) : ǫC ◦ A(c) =< A, c > , then we have :
The´ore`me 0.1 Duality theorem
For any w ∈ T (L) and v ∈ T (F ) the following indentity holds :
< πx(w), v >=< πy(τ(v)), τ(w) > ,
where τ denotes the anti-isomorphism of tensor algebras which re-
verses the order of tensors .
Then this theorem is used to prove properties of the ideal of relations
associated to any realized bialgebra Ux(∆L, ǫL) .
In particular the vector spaces of relations of order less or equal to n
in T (L), are shown to be coideals , for any n . Then we describe two
complementary constructions of these coideals .
One of these constructions relies on the following characterization of
the vector space of relations of Ux contained in a subcoalgebra C of
T (L) : it coincides with the maximal coideal of C contained in the set
of relations defined by the minimal representation, on C⊕ F .
CPT 2005 /P.004
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1 Introduction .
L’article ” Remarques sur une me´thode de re´alisations de bige`bres, et alge`bres
de Hopf associe´es a` certaines re´alisations ” [1] , pre´sente une me´thode ge´ne´rale,
qui permet de construire des alge`bres d’ope´rateurs line´aires, qui sont munies
d’une structure de bige`bre.
Une bige`bre est une alge`bre associative (sur C), U , munie d’un coproduit
coassociatif ,
∆ : U → U ⊗ U , qui est un morphisme d’alge`bres , et d’une counite´
ǫ : U → C , qui est un morphisme d’alge`bres , et qui ve´rifient :
ǫ⊗ id ◦∆ = id⊗ ǫ ◦∆ = id : U → U .
Soient deux coge`bres , L(∆L, ǫL) et F (∆F , ǫF ) , les alge`bres tensorielles T (L)
et T (F ) sont munies de structures de bige`bres qui e´tendent par morphismes
d’alge`bres les structures de coge`bres de L et respectivement de F .
Dans le cas ge´ne´ral de coge`bres L et F de dimensions quelconques ,voir(1),
il y a des pre´cautions a` prendre pour de´finir des sous alge`bres d’ope´rateurs
invariants a` droite sur les coge`bres L , F , et surtout sur, T (L) et T (F ) .
Dans cet article on suppose que les coge`bres L et F sont de dimensions finies
et pour fixer les notations on notera respectivement K et E les alge`bres
associatives , avec unite´s , dont L , respectivement F , sont les coge`bres
duales:
L(∆L, ǫL) = K
∗ et F (∆F , ǫF ) = E
∗ .
Alors les alge`bres d’ope´rateurs invariants a` droite sont bien de´finies ; on les
de´signera par Invd(L), Invd(F ) , Invd(T (L)) , et Invd(T (F )) . Ces alge`bres
sont vectoriellement isomorphes aux duaux des coge`bres correspondantes.
Les donne´es initiales pour la re´alisation d’une bige`bre sont :
deux coge`bres L(∆L, ǫL) et F (∆F , ǫF ) et une application line´aire x :
x : L→ Invd(F ) .
Alors cette application line´aire x et la structure de coge`bre de L(∆L, ǫL)
permettent, pour tout vecteur l ∈ L , d’ e´tendre de manie`re unique l’ope´rateur
x(l) en un ope´rateur X(l) , non plus simplement de : F → F , mais
3
de : T (F )→ T (F ) , de la fac¸on suivante :
pour w1 , w2 dans T (F ) :
X(l)(w1.w2) =
∑
k
X(l
′
k)(w1).X(l
′′
k)(w2)
ou`
∆(l) =
∑
k
l
′
k ⊗ l
′′
k .
L’alge`bre engendre´e par les ope´rateurs X(l), l ∈ L et l’ope´rateur identite´
dans End(T (F )) est alors munie d’une structure de bige`bre note´e:
Ux(∆L, ǫL) ; avec : ∆LX(l) =
∑
k
X(l
′
k)⊗X(l
′′
k) ;
elle agit sur T (F ).
Les ope´rateurs X(l) ∈ Invd(T (F )) sont des ope´rateurs invariants a` droite
sur T (F ) :
Ux(∆L, ǫL) ⊂ Invd(T (F )) ⊂ End(T (F )).
De plus l’on obtient alors un morphisme d’alge`bres pre´servant l’unite´ :
πx : T (L)→ Ux(∆L, ǫL) ⊂ Invd(T (F ))
qui est aussi un morphisme de coge`bres.
Le paragraphe 2 rappelle les the´ore`mes de´crivant la re´alisation de bige`bres
de [1] dans le cas ou` L et F sont de dimensions finies .
Le paragraphe 3 est consacre´ a` la de´monstration du the´ore`me de dualite´
que l’on de´crit maintenant .
La construction pre´ce´dente est associe´e a` toute application line´aire
x d’une coge`bre L dans l’espace des ope´rateurs invariants a` droite sur une
coge`bre F .
Parce que le dual d’une coge`bre de dimension finie est canoniquement isomor-
phe a` l’espace vectoriel des ope´rateurs invariants a` droite sur cette coge`bre ,
par transposition de l’application x : L→ Invd(F ) on obtient, l’application
line´aire y : F → Invd(L) :
xt = y : F → Invd(L) .
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On obtient ainsi :
Une application line´aire
Y : F → Invd(T (L)) ,
la bige`bre :
Vy(∆F , ǫF ) ⊂ Invd(T (L))
et un morphisme d’alge`bres πy :
πy : T (F )→ Vy(∆F , ǫF ) ⊂ Invd(T (L)) ,
qui est aussi un morphisme de coge`bres .
Pour tout ope´rateur a ∈ Invd(C) et tout c ∈ C , ou` C est une coge`bre
on de´note la dualite´ entre a et c par : < a, c > ,
ǫC ◦ a(c) =< a, c > .
En de´signant , pour tout espace vectoriel V par T0(V ) la sous alge`bre ten-
sorielle suivante ,
T0(V ) = V ⊕ V ⊗ V ⊕ ...⊕⊗
nV ⊕ ... ,
et par τ l’anti-isomorphisme d’alge`bre tensorielle correspondant au renverse-
ment de l’ordre des tenseurs ,
alors le the´ore`me de dualite´ s’exprime de la fac¸on suivante :
The´ore`me 1.1 The´ore`me de Dualite´.
Pour toutes suites (l1, l2, ...lp), li ∈ L et (f1, f2, ...fq) , fj ∈ F , nous avons :
< X(l1) ◦X(l2) ◦ ... ◦X(lp), f1 ⊗ f2 ⊗ ...⊗ fq) >
est e´gal a`
< Y (fq) ◦ Y (fq−1) ◦ ... ◦ Y (f1), lp ⊗ lp−1 ⊗ ...⊗ l1 > .
Et plus ge´ne´ralement , pour tous vecteurs w ∈ T (L) et v ∈ T (F ) l’on a :
< πx(w), v >=< πy(τ(v)), τ(w) > .
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Le paragraphe (4) est consacre´ a` l’e´tude de proprie´te´s concernant les ide´aux
de relations des bige`bres re´alise´es . En particulier il y est de´montre´ que pour
tout n , l’espace vectoriel, Rn(Ux) , des relations d’ordre n d’une bige`bre
Ux(∆L, ǫL) est un coide´al de T (L) .
L’espace vectoriel Rn(Ux) des relations d’ordre n de la bige`bre Ux(∆L, ǫL)
e´tant le noyau de l’application:
πx : Tn(L)→ Ux ⊂ Invd(T (F )) ,
ou`
Tn(L) : C⊕ L⊕ L⊗ L⊕ ..⊕⊗
nL .
La proprie´te´ de Rn(Ux) d’eˆtre un coide´al de Tn(L) est de´montre´e dans le
the´ore`me 4.1 :
The´ore`me 1.2 Pour toute bige`bre re´alise´e , Ux(∆L, ǫL) , et pour tout n ,
l’on a :
∆L(Rn(Ux)) ⊂ Rn(Ux)⊗ Tn(L) + Tn(L)⊗ Rn(Ux) .
D’autre part on obtient , toujours comme conse´quences du the´ore`me de du-
alite´, deux constructions , comple´mentaires et utiles , des coide´aux de rela-
tions d’ordre n .
La premie`re construction provient de la caracte´risation des coide´aux de re-
lations de la bige`bre Ux(∆L, ǫL) comme les coide´aux , de relations de´finies
par la repre´sentation minimale , en l’occurrence la repre´sentation de Ux sur
C⊕ F ( the´ore`mes 4.3 , 4.4 , paragaphe 4.2 ) .
Cette caracte´risation des coide´aux de relations de la bige`bre Ux(∆L, ǫL) est
inte´ressante ; par exemple elle pourrait permettre de trouver des solutions au
proble`me de la re´alisation de bige`bres admettant l’action d’ope´rateurs parti-
culiers .
Pour la position du proble`me de l’existence de l’antipode sur une bige`bre
Ux(∆L, ǫL) , lorsque par exemple K est trigonalisable , voir [1] .
Cette premie`re construction des coide´aux Rn(Ux) est de´montre´e dans
le the´ore`me 4.4 et consiste dans les ope´rations suivantes .
Soit le sous espace vectoriel R1n de Tn(L) de´fini par le noyau de π
1
x :
R1n = Tn(L) ∩ ker π
1
x , π
1
x : T (L)→ Invd(F ) ⊂ Invd(T (F )) .
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L’alge`bre Tn(K) est le dual de Tn(L) et l’orthogonal dans Tn(K) de R
1
n est
un sous espace vectoriel Wn ⊂ Tn(K) de l’alge`bre Tn(K) .
Soit B(Wn) la plus petite sous alge`bre de Tn(K) contenant Wn et l’unite´ de
Tn(K);
on a alors :
The´ore`me 1.3 L’orthogonal dans Tn(L) de la sous alge`bre B(Wn) est Rn(Ux),
le coide´al des relations d’ordre n .
Finalement , dans cet article , on expose une construction comple´mentaire,
issue du the´ore`me 4.1 , des coide´aux Rn(Ux) dans le the´ore`me 4.5 .
De plus l’on remarque dans ce paragraphe 4 , que les re´sultats restent val-
ables, non plus simplement pour les sous espaces vectoriels des relations de
la bige`bre Ux(∆L, ǫL) contenues dans les coge`bres Tn(L) , mais pour l’ espace
vectoriel des relations contenues dans une sous coge`bre(de dimension finie),
arbitraire , de T (L) .
Pour les proprie´te´s et les de´finitions usuelles des alge`bres, coge`bres, et des
alge`bres de Hopf voir [2] . En ce qui concerne les constructions des groupes
quantiques et leurs e´tudes , ainsi que les applications et leurs origines voir
[3],[4],[5] et les re´fe´rences qui y sont contenues , dont l’origine en termes de C∗
Alge`bres. D’autre part des travaux concernent l’utilisation dans le domaine
de l’analyse fonctionnelle et de la ge´ome´trie non commutative d’alge`bres de
Hopf particulie`res [6], ou encore dans le domaine de la the´orie quantique
des champs [7] , [8] . Signalons enfin une approche, plus axiomatique , des
alge`bres de Hopf en termes d’alge`bres de Von Neumann.
2 Rappels sur une me´thode de re´alisations de
bige`bres.
Dans ce paragraphe on de´crit la me´thode de re´alisation de bige`bres plublie´e
dans: arXiv:math-ph 0312049.
Les donne´es initiales pour la re´alisation d’une bige`bre sont les suivantes.
Soient K et E deux alge`bres associatives avec unite´s ;
on de´signe par L et F les coge`bres (coassociatives avec counite´s) duales de
K etE. Pour tout espace vectoriel F , T (F ) de´signe l’alge`bre tensorielle con-
struite sur F . Dans cet article on supposera pour simplifier que les alge`bres
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K et E sont de dimensions finies sur C .
Alors pour toute application line´aire :
xt : L→ E
est associe´e une bige`bre Ux(∆L, ǫL), construite de la fac¸on suivante :
pour tout l ∈ L , xt(l) ∈ E ; et la transposition de l’ope´rateur multiplication
a` gauche dans E par xt(l) est un ope´rateur invariant a` droite sur la coge`bre
F . On de´signe par x l’application line´aire de la coge`bre L dans les ope´rateurs
invariants a` droite sur la coge`bre F . L’application line´aire x et la structure
de coge`bre de L permettent d’e´tendre les ope´rateurs x(l) non plus simple-
ment de F → F mais de T (F )→ T (F ) de la manie`re suivante :
pour w1 et w2 ∈ T (F ) on de´finit :
X(l)(w1.w2) =
∑
k
X(l
′
k)(w1).X(l
′′
k)(w2)
ou`
∆L(l) =
∑
k
l
′
k ⊗ l
′′
k
On obtient ainsi une application line´aire :
X : L→ End(T (F ))
et pour toute base (li) de L , la sous alge`bre de End(T (F )) engendre´e par
les ope´rateurs X(li) et l’identite´ est alors munie d’une structure de bige`bre,
que l’on de´signe par Ux(∆L, ǫL) .
On rappelle dans ce paragraphe quelques points essentiels de la construction
dont nous aurons besoin dans le paragraphe 3 pour formuler et e´tablir le
the´ore`me de dualite´ et dans le paragraphe 4 pour de´montrer ses applications
concernant la de´scription de proprie´te´s de l’ide´al des relations dans la bige`bre
Ux(∆L, ǫL).
Proposition 2.1 Pour toute coge`bre F de dimension finie, de coproduit ∆F ,
et counite´ ǫF , T (F ) est munie d’une structure de bige`bre note´e: T (F )(∆F , ǫF ).
Soit Invd(T (F )) la sous alge`bre de End(T (F )), forme´e par les ope´rateurs X,
invariants a` droite, ve´rifiant :
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∆F ◦X = X ⊗ id ◦∆F .
L’application line´aire
X ∈ Invd(T (F ))→ ωX = ǫF ◦X ∈ T (F )
∗
est un anti-morphisme d’alge`bres; l’application inverse est donne´e par:
X = ωX ⊗ id ◦∆F .
Nous avons :
T (F ) = C ⊕ F ⊕ F ⊗ F ⊕ . . .⊕⊗nF ⊕ . . .
Le coproduit ∆F et la counite´ ǫF sont des morphismes d’alge`bres respective-
ment de T (F )→ T (F )⊗ T (F ) et de T (F )→ C .
Pour 1 ∈ C , ∆F (1) = 1⊗ 1 et ǫF (1) = 1;
pour f ∈ F ⊂ T (F ) , le coproduit ∆F , co¨ıncide avec le coproduit sur F ,
ainsi que la counite´ .
F e´tant le dual d’une alge`bre de dimension finie E par hypothe`se, en prenant
une base ei pour E on obtient la base canonique duale fi pour F et donc la
base canonique associe´e sur T (F ) .
Si on note :
∆fi =
∑
k
f
′
i,k ⊗ f
′′
i,k
on a :
∆F (fi1⊗fi2⊗. . .⊗fin) =
∑
k1,k2,...,kn
(f ′i1,k1⊗f
′
i2,k2⊗..⊗f
′
in,kn)⊗(f
′′
i1,k1⊗f
′′
i2,k2⊗..⊗f
′′
in,kn)
ǫF : T (F )→ C e´tant un morphisme d’alge`bres de T (F )→ C, on a bien par
exemple :
ǫF (fi1 ⊗ fi2 ⊗ . . .⊗ fin) = ǫF (fi1).ǫF (fi2) . . . ǫF (fin)) ,
id⊗ ǫF (∆F (fi1 ⊗ fi2 ⊗ . . .⊗ fin)) = fi1 ⊗ fi2 ⊗ . . .⊗ fin .
T (F ) e´tant une bige`bre l’alge`bre des ope´rateurs invariants a` droite
Invd(T (F )(∆F , ǫF )) ⊂ End(T (F ))
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est l’alge`bre des ope´rateurs X ∈ End(T (F )) qui ve´rifient :
∆F ◦X = X ⊗ id ◦∆F .
Les formes ω ∈ T (F )∗ e´tant munies du produit associatif :
ω1.ω2 = ω1 ⊗ ω2 ◦∆F ,
alors l’application line´aire :
i : X ∈ Invd(T (F ))→ i(X) = ǫF ◦X ∈ T (F )
∗
est un anti-morphisme d’alge`bres .
Cette dualite´ entre les ope´rateurs X ∈ Invd(T (F )) et c ∈ T (F ) sera souvant
note´e par:
< X, c >= ǫF (X(c)) .
Dans les the´ore`mes suivants on de´crit des re´sulats obtenus dans [1].
The´ore`me 2.1 Soient deux coge`bres L(∆L, ǫL) et F (∆F , ǫF ), et une appli-
cation line´aire x,
x : L→ Invd(F )
alors il existe une unique application line´aire X :
X : L→ Invd(T (F ))
telle que:
1) pour 1 ∈ T (F ) , X(l)(1) = ǫ(l)1 ,
2) pour f ∈ F ⊂ T (F ) , X(l)(f) = x(l)(f) ,
3) pour tout w1, w2 ∈ T (F ) alors :
X(l)(w1.w2) =
∑
k
X(l
′
k)(w1).X(l
′′
k)(w2) .
4) Les ope´rateurs X(l) sont des ope´rateurs invariants a` droite sur T (F ) , et
ils ve´rifient :
5) X(l)(⊗nF ) ⊂ ⊗nF
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La de´monstration de ce the´ore`me est donne´e dans [1 ] dans un cadre un peu
plus ge´ne´ral que celui pre´sente´ ici, d’une application line´aire x, d’une coge`bre
L de dimension finie, a` valeurs dans les invariants a` droite sur une coge`bre
F de dimension finie.
The´ore`me 2.2 Soient deux coge`bres L(∆L, ǫL) et F (∆F , ǫF ), et une appli-
cation line´aire x,
x : L→ Invd(F )
et X l’unique application line´aire :
X : L→ Invd(T (F ))
de´finie dans le the´ore`me pre´ce´dent.
Alors l’alge`bre Ux engendre´e par les ope´rateursX(l) ∈ Invd(T (F )) et l’identite´
est munie d’une structure de bige`bre : Ux(∆L, ǫL) , le coproduit et la counite´
qui sont des morphismes d’alge`bres sont de´finis sur les ge´ne´rateurs par:
∆L(X(l)) = X ⊗X ◦∆L(l) .
ǫL(X(l)) = ǫL(l)
La de´monstration est donne´e dans [1] ; le point essentiel qui permet de mon-
trer que le coproduit ∆L : Ux → Ux ⊗ Ux est bien de´fini, repose sur le fait
que les ope´rateurs X(l) sont des ope´rateurs invariants a` droite sur la bige`bre
T (F ) . En ce qui concerne la counite´ de Ux on a par exemple, pour tout
ope´rateurs u ∈ Ux :
ǫL(u).1 = u(1) ; et u(1.w) =
∑
k
u
′
k(1).u
′′
k(w) .
pour tout w ∈ T (F )), ce qui de´montre bien: ǫL ⊗ id ◦∆L(u) = u .
3 The´ore`me de Dualite´ .
Soient L(∆L, ǫL) et F (∆F , ǫF ) des coge`bres de dimensions finies, avec counite´s.
Ces deux coge`bres sont les duaux des alge`bres associatives K etE .
La donne´e de l’application line´aire :
x : L→ Invd(F )
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est e´quivalente a` la donne´e d’une application line´aire xt :
xt : L→ E
et la transposition de cette application donne une application yt :
yt : F → K
et donc une application line´aire y :
y : F → Invd(L) .
Ainsi en appliquant les the´ore`mes pre´ce´dents aux applications x et y on
obtient les deux applications line´aires X et Y :
X : L→ Invd(T (F ))
Y : F → Invd(T (L))
les bige`bres :
Ux(∆L, ǫL) ⊂ Invd(T (F ))
Vy(∆F , ǫF ) ⊂ Invd(T (L)) .
et deux morphismes de bige`bres πx et πy pre´servant l’unite´ ,
πx : T (L)→ Ux(∆L, ǫL) ⊂ Invd(T (F )) ⊂ End(T (F ))
πy : T (F )→ Vy(∆F , ǫF ) ⊂ Invd(T (L)) ⊂ End(T (L)) .
Le the´ore`me suivant met en e´vidence une relation de dualite´ entre ces deux
bige`bres .
De´finitions
Pour tout e´le´ment c d’une coge`bre C et tout ope´rateur A invariant a` droite
sur la coge`bre C , on note :
< A, c >= ǫC ◦ A(c) .
De plus, pre´cisons ici que dans le the´ore`me suivant, les coge`bres sont respec-
tivement T (F ) et T (L) et que les ope´rateurs invariants a` droite concerne´s
sont ceux qui sont respectivement dans Ux et Vy .
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Pour toute alge`bre tensorielle sur V on de´signe par τ l’anti-isomorphisme
d’alge`bre tensorielle correspondant au renversement de l’ordre des tenseurs,
et
T0(V ) = V ⊕ V ⊗ V ⊕ ...⊕⊗
nV ⊕ ... .
The´ore`me 3.1 Pour toutes suites (l1, l2, ...lp), li ∈ L et (f1, f2, ...fq) ,
fj ∈ F , nous avons :
< X(l1) ◦X(l2) ◦ ... ◦X(lp), f1 ⊗ f2 ⊗ ...⊗ fq) >
est e´gal a`
< Y (fq) ◦ Y (fq−1) ◦ ... ◦ Y (f1), lp ⊗ lp−1 ⊗ ...⊗ l1 > .
Et pour w ∈ T0(L) et v ∈ T0(F ) l’on a :
< πx(w), v >=< πy(τ(v)), τ(w) > .
De plus cette identite´ reste vraie pour tout w ∈ T (L) et tout v ∈ T (F ) .
De´monstration.
Pour toute application x : L → Invd(F ) il existe un unique e´le´ment w ∈
K ⊗ E tel que:
xt(l) = l ⊗ id(w) ,
et
yt(f) = id⊗ f(w) .
Nous avons ;
< X(l), f >= ǫF (X(l)(f)) = ǫF ◦ x(l)⊗ ǫF ◦∆F (f))
ce qui s’e´crit :
< X(l), f >= f(xt(l)) = l ⊗ f(w)
De meˆme nous avons:
< Y (f), l >= ǫL(Y (f)(l)) = ǫL ◦ y(f)⊗ ǫL ◦∆L(l)) = l ⊗ f(w) .
Nous avons donc :
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< X(l), f >=< Y (f), l > .
Calculons maintenant:
< X(l1) ◦X(l2) ◦ ... ◦X(lp), f > ,
ce qui s’e´crit :
< X(lp)⊗X(lp−1)⊗ ...⊗X(l1),∆
p−1
F (f) > ,
parceque d’apre´s la proposition (2,1) on sait que l’on a un anti-isomorphisme
entre les ope´rateurs invariants a` droite sur une coge`bre et l’age`bre des formes
sur cette coge`bre . D’autre part:
< Y (f), lp ⊗ lp−1 ⊗ ...⊗ l1 > ,
est e´gal a` :
< ⊗pY ◦∆p−1F (f), lp ⊗ lp−1 ⊗ ...⊗ l1 > ,
par construction des ope´rateurs Y (f) et parce que ǫL est un morphisme
d’alge`bres de T (L) dans C . Et en utilisant les identite´s
< X(l), f >=< Y (f), l > , l’on obtient :
< Y (f), lp ⊗ lp−1 ⊗ ...⊗ l1 >=< X(l1) ◦X(l2) ◦ ... ◦X(lp), f > .
Calculons maintenant :
< X(l1) ◦X(l2) ◦ ... ◦X(lp), f1 ⊗ f2 ⊗ ...⊗ fq > .
qui est e´gal a`
< ∆q−1Ux (X(l1) ◦X(l2) ◦ ... ◦X(lp)) , f1 ⊗ f2 ⊗ ...⊗ fq > .
En utilisant les faits que ∆q−1Ux est un morphisme d’alge`bres, ainsi que ǫF
est un morphisme d’alge`bres (T (F ) → C), et la formule de de´finition des
ope´rateurs X(l) on obtient:
< X(l
(1)
1 )◦X(l
(1)
2 )..◦X(l
(1)
p ), f1 >< X(l
(2)
1 )◦X(l
(2)
2 )..◦X(l
(2)
p ), f2 > .. < X(l
q
1)◦X(l
q
2)..◦X(l
q
p), fq >
ou` pour chaque i ∈ (1, ..., p) ,
∆q−1L (li) = l
(1)
i ⊗ l
(2)
i ⊗ ...⊗ l
(q)
i
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ce qui invoque une sommation bien de´finie.
D’autre part calculons:
< Y (fq) ◦ Y (fq−1) ◦ ... ◦ Y (f1) , lp ⊗ lp−1 ⊗ ...⊗ l1 > .
Les ope´rateurs Y (f) e´tant des ope´rateurs invariants a` droite sur T (L), on ob-
tient en utilisant l’anti-isomorphisme entre l’alge`bre des ope´rateurs invariants
a` droite sur T (L) et l’alge`bre des formes associe´es de´finies sur T (L)(∆L, ǫL):
< Y (f1), l
1
p⊗l
1
p−1⊗..⊗l
1
1 >< Y (f2), l
2
p⊗l
2
p−1⊗..⊗l
2
1 > .. < Y (fq), l
q
p⊗l
q
p−1⊗..⊗l
q
1 > ,
en ayant aussi utiliser le fait que ∆q−1L est un morphisme d’alge`bres .
Et en utilisant les identite´s de´ja` de´montre´es :
< Y (f), lp ⊗ lp−1 ⊗ ...⊗ l1 >=< X(l1) ◦X(l2) ◦ ... ◦X(lp), f > ,
on obtient le the´ore`me de dualite´ , l’extension sur T (L) et T (F ) est une
conse´quence des de´finitions .
4 Dualite´ et de´scription de proprie´te´s des ide´aux
de relations des bige`bres re´alise´es .
Dans ce paragraphe il est naturel d’utiliser les notations suivantes.
Soient T (L) ou T (F ) :
T0(L) = L⊕ L⊗ L⊕ . . .⊕⊗
nL⊕ . . . ;
c’est une sous alge`bre et une sous coge`bre de T (L) ;
Tn(L) = C⊕ L⊕ L⊗ L⊕ . . .⊕⊗
nL
D’apre´s les the´ore`mes du paragraphe (2) pour tout w ∈ K ⊗ E on a un
morphisme
πx : T (L)→ Ux ⊂ Invd(T (F )) ⊂ End(T (F ))
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donne´ sur les ge´ne´rateurs par πx(l) = X(l)et πx(1) = id.
Le morphisme d’alge`bres πx est aussi un morphisme de coge`bres:
πx : T (L)→ Ux(∆L, ǫL) .
De plus πx est non seulement une repre´sentation de la bige`bre T (L) sur T (F )
mais c’est une action sur cette alge`bre:
πx(z)(w1.w2) = πx(z
1)(w1).πx(z
2)(w2)
pour tout z ∈ T (L) et tout w1 , w2 ∈ T (F ) .
De meˆme on a une action de la bige`bre T (F ) sur l’alge`bre T (L) , donne´e par
le morphisme πy de´fini sur les ge´ne´rateurs par :
πy(f) = Y (l) ∈ Vy ⊂ Invd(T (L)) , πy(1) = id
πy : T (F )→ Vy(∆F , ǫF ) ⊂ Invd(T (L)) ⊂ End(T (L)) .
De´finition.
L’espace vectoriel des relations d’ordre m de la bige`bre Ux est le sous espace
vectoriel Rm(Ux) ⊂ Tm(L) , noyau de l’application
πx : Tm(L)→ Ux ⊂ Invd(T (F )) .
On a de meˆme les de´finitions similaires pour les espaces Rn(Vy) ⊂ Tn(F ) qui
sont les noyaux des applications
πy : Tn(F )→ Vy ⊂ Invd(T (L)) .
4.1 Les espaces de relations d’ordre m sont des coide´aux.
The´ore`me 4.1 Les sous espaces vectoriels de relations Rm(Ux),(d’ordre
m) , respectivement Rn(Vy), (d’ordre n), sont des coide´aux des bige`bres
T (L)(∆L, ǫL) respectivement T (F )(∆F , ǫF ) .
Et les ide´aux de relations pour les bige`bres Ux = πx(T (L)) et Vy = πy(T (F ))
sont des coide´aux. Ces ide´aux sont engendre´s par des sommes de coide´aux
de dimensions finies .
De´monstration.
Un e´le´ment wm ∈ Tm(L) est une relation si et seulement si πx(wm) = 0.
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D’autre part, πx(wm) est un ope´rateur dans Ux et en particulier un ope´rateur
invariant a` droite sur T (F ) ; il est nul si et seulement si :
< πx(wm), z >= 0 pour tout z ∈ T (F ) .
Le the´ore`me de dualite´ nous dit donc que wm ∈ Rm(Ux) si et seulement si
< πy(τ(z)), τ(wm) >= 0, ∀z ∈ T (F )
ou` τ de´signe l’anti-isomorphisme d’alge`bre tensorielle du renversement de
l’ordre dans les tenseurs .
D’autre part Tm(L) est une coge`bre de dimension finie, et les ope´rateurs
invariants a` droite πy(τ(z)) , laissent invariant cette coge`bre; ils engendrent
donc une sous-alge`bre de dimension finie dans le dual de Tm(L); le the´ore`me
de dualite´ exprime que τ(Rm(Ux)) est pre´cisement forme´ par les e´le´ments de
Tm(L) qui s’annulent sur cette sous-alge`bre; τ(RmUx) est donc un coide´al.
De plus parce que ∆L : T (L)→ T (L)⊗ T (L) est un morphisme d’alge`bres ,
l’on a:
∆L ◦ τ = τ ⊗ τ ◦∆L ,
et
∆L(τ(Rm)) ⊂ τ(Rm)⊗ Tm(L) + Tm(L)⊗ τ(Rm) ,
et donc Rm(Ux) est aussi un coide´al :
∆L(Rm(Ux)) ⊂ Rm(Ux)⊗ Tm(L) + Tm(L)⊗Rm(Ux) .
Il est d’autre part clair que la somme des ide´aux engendre´s par les espaces de
relations d’ordre m est l’ide´al des relations de la bige`bre Ux(∆L, ǫL), et c’est
bien un coide´al. Ce the´ore`me valable pour toutes les bige`bres construites a`
partir de la donne´e d’une application line´aire x : L → Invd(F ) ou` L et F
sont deux coge`bres de dimensions finies est donc aussi valable pour la bige`bre
Vy(∆F , ǫF ) .
Le the´ore`me pre´ce´dent permet par relations d’orthogonalite´s de de´terminer
l’ensemble des relations d’ordre m pour chaque valeur de m, mais ne donne
pas de me´thode de les obtenir et surtout ne dit pas si l’ide´al des relations est
un ide´al engendre´ par un nombre fini de relations .
Le the´ore`me pre´ce´dent permet cependant de de´crire de fac¸on pre´cise les
conditions alge´briques ne´cessaires et suffisantes pour l’obtention d’une ou
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plusieurs relations dans la bige`bre Ux(∆L, ǫL), a` partir de la connaissance
des relations dans l’alge`bre Invd(F ), des relations dans l’alge`bre K et de
l’application x : L→ Invd(F ) . C’est ce que nous allons de´crire maintenant.
Remarque.
Soient L et F les coge`bres duales des alge`bres K et E et
x : L → Invd(F ); on rappelle que la donne´e de x est exactement la donne´e
de
xt : L→ E .
Soit le produit des alge`bres ⊗nE, n ≥ 0 ; cette alge`bre est note´e :
Π(E) =
∏
n≥0
⊗nE ,
avec ⊗0E = C, son dual est la coge`bre :
T (F )
et si a` l ∈ L on associe l’e´le´ment suivant, de l’alge`bre
∏
n≥0⊗
nE ,
Xt(l) = (⊗
nxt ◦∆
n−1
L (l))n>0
avec pour n = 0 la valeur 1.ǫ(l) . Alors l’ope´rateur multiplication a` gauche
par Xt(l) agit par transposition sur T (F ) et cette transposition co¨ıncide
avec l’ope´rateur X(l).
L’alge`bre Ux, engendre´e par les ope´rateurs X(l) et l’identite´ est donc anti-
isomorphe a` l’alge`bre engendre´e par les ope´rateurs Xt(l) et la multiplication
par l’unite´ de Π(E).
Le proble`me que l’on veux aborder est celui de l’obtention de conditions
alge´briques ne´cessaires et suffisantes pour la constuction des relations dans
Ux ⊂ Invd(T (F )), a` partir de la connaissance des relations dans E ou de
fac¸on e´quivalente dans Invd(F ), ainsi que des relations dans K, et de la
donne´e de l’application x : L→ Invd(F ) .
Soit w ∈ Tm(L), on conside`re dans Π(K) la somme de tout les ide´aux,
orthogonaux a` w . C’est le plus grand ide´al orthogonal a` w; et l’orthogonal
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de cet ide´al est la plus petite sous coge`bre Cw de Tm(L), contenant w. De
plus τ(Cw) est aussi une sous coge`bre de Tm(L) qui contient τ(w) , et c’est
la plus petite ; l’orthogonal dans Π(K) de τ(Cw) est donc le plus grand ide´al
de Π(K) orthogonal a` τ(w) .
Le the´ore`me pre´ce´dent restant valable pour toutes sous coge`bres de T (L),
parce que leurs images par τ restent de sous coge`bres et sont donc invari-
antes sous l’action des ope´rateurs invariants a` droite sur T (L) et en particulier
sous l’action de la bige`bre Vy(∆F , ǫF ), l’on a :
The´ore`me 4.2 Soient w une relation d’ordre m et Cw la plus petite sous
coge`bre de Tm(L) contenant w ; w ∈ Rm(Ux) ∩ Cw .
L’on a :
Rm(Ux) ∩ Cw est un coide´al .
De´montrons maintenant le the´ore`me suivant reliant les relations de Ux aux
coide´aux de T (L) contenus dans ker π1x ∩ ker ǫL ,
π1x : T (L)→ Invd(F ) ⊂ Invd(T (F ))
The´ore`me 4.3 Soit w ∈ Rm(Ux) , w =
∑
n∈I⊂(0...m)wn , ou` wn ∈ ⊗
nL.
Rm(Ux) ∩ Cw est un coide´al de relations contenant w. L’orthogonal de ce
coide´al est une sous alge`bre Bw .Soit B
max
w un e´le´ment maximal de l’ensemble
des sous alge`bres contenues dans Π(K) , dont l’orthogonal contienne w et soit
inclus dans
ker ǫL ∩ ker (π
1
x : T (L)→ Invd(F ))
Alors l’orthogonal de Bmaxw est un coide´al minimal de relations contenant w.
Ce coide´al est contenu dans le coide´al
Rm(Ux) ∩ Cw ,
ou` Cw est la plus petite sous coge`bre de T (L) contenant w .
De´monstration.
L’orthogonal d’une telle alge`bre Bmaxw maximale, parceque c’est un coide´al de
T (L) contenu dans ker ǫL ∩ ker (π
1
x : T (L)→ Invd(F )), il est alors contenu
dans l’ide´al des relations de Ux. En effet il suffit de de´montrer que pour tout
n ≥ 2 ,
πx(u)(z) = 0 pourz ∈ ⊗
nF
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pour tout u dans ce coide´al; l’on a parce que Ux(∆L, ǫL) agit sur T (F ) :
πx(u)(z) = π
1
x ⊗ π
1
x ⊗ ...⊗ π
1
x ◦∆
n−1
L (u)(z) ;
par hypothe`se u appartient a` un coide´al C contenu dans
ker π1x : T (L)→ Invd(F ) ; mais
∆n−1L (C) ⊂ C⊗T (L)...⊗T (L)+T (L)⊗C⊗T (L)...⊗T (L)+...+T (L)...⊗T (L)⊗C ,
ce qui de´montre que C est un coide´al de relations de Ux parce que
π1x(C) = [0] ⊂ Invd(F )
par hypothe`se .
D’autre part Bmaxw e´tant un e´le´ment maximal, ce coide´al de relations est
minimal et contient w .
Montrons que ce coide´al est contenu dans Rm(Ux) ∩ Cw .
Soit I l’orthogonal de Cw ; on rappelle que I est le plus grand ide´al de Π(K)
orthogonal a` w ; on a : I + Bmaxw est une alge`bre dont l’orthogonal contient
w et est contenu dans l’ide´al des relations de Ux ; parce que B
max
w est un
e´le´ment maximal, on a : I +Bmaxw = B
max
w
et l’orthogonal de Bmaxw est bien un coide´al contenu dans Rm ∩ Cw .
4.2 Premie`re construction de l’espace vectoriel des re-
lations d’ordre m .
Le the´ore`me suivant de´crit une me´thode pour obtenir par exemple l’espace
vectoriel des relations d’ordre m de la bige`bre Ux(∆L, ǫL) .
Soit le sous espace vectoriel R1m de Tm(L) de´fini par le noyau de π
1
x :
R1m = Tm(L) ∩ ker π
1
x , π
1
x : T (L)→ Invd(F ) ⊂ Invd(T (F )) .
L’alge`bre Π(K) est le dual de T (L) et l’orthogonal de R1m est un sous espace
vectoriel de Π(K) de la forme :
Wm ⊕
∏
n>m
⊗nK
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ou` Wm est un sous espace vectoriel de Tm(K) .
Soit B(Wm) la plus petite sous alge`bre de Tm(K) contenant Wm et l’unite´
de l’alge`bre Tm(K) ;
on a alors :
The´ore`me 4.4 L’orthogonal dans Tm(L) de la sous alge`bre B(Wm) est Rm(Ux)
le coide´al des relations d’ordre m .
De´monstration :
L’orthogonal dans Tm(L) de B(Wm) est un coide´al de Tm(L) contenu dans
kerǫL ∩ ker π
1
x ; c’est donc un coide´al de relations d’ordre m d’apre´s le thm
4.3 ; d’autre part on a vu, comme conse´quence du the´ore`me de dualite´ ,(thm
4.1), que l’espace des relations d’ordrem , Rm(Ux) est un coide´al e´videmment
contenu dans kerǫL∩ker π
1
x ; son orthogonal est une alge`bre Bm qui contient
Wmet l’unite´ de Tm(K) ; donc B(Wm) ⊂ Bm et par orthogonalite´ on obtient
que l’espace des relations d’ordre m est contenu dans l’orthogonal de B(Wm),
ce qui donne le the´ore`me.
Remarque.
Les the´ore`mes pre´ce´dents concernant les espaces de relations d’ordre m,
Rm(Ux) = Tm(L) ∩ ker πx , πx : T (L) → Ux ⊂ Invd(T (F )) se ge´ne´ralisent
pour toutes sous coge`bres de dimensions finies de T (L) , en de´finissant
l’espace des relations dans la coge`bre C par :
RC(Ux) = C ∩ ker πx . Ceci est duˆ aux faits que dans l’utilisation du
the´ore`me de dualite´, toute sous coge`bre de T (L) est invariante sous l’action
des ope´rateurs πy(T (F )), qui sont des ope´rateurs invariants a` droite sur T (L),
et que l’image par l’anti -isomorphisme τ d’une coge`bre est une coge`bre .
Pour obtenir une information plus pre´cise sur l’ide´al des relations, il est utile
d’avoir une de´scription plus concre`te de l’alge`bre donne´e par l’application du
the´ore`me de dualite´ dans le the´ore`me 4.1 .
4.3 Construction comple´mentaire de l’espace vectoriel
des relations d’ordre m.
Le the´ore`me de dualite´ nous a permis de montrer que l’espace vectoriel des
relations Rm(Ux) est un coide´al de la coge`bre Tm(L) , dont le dual est Tm(K).
Soit Bm ⊂ Tm(K) l’orthogonal de Rm(Ux); c’est une sous alge`bre de Tm(K).
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Le the´ore`me pre´ce´dent a donne´ une caracte´risation de cette alge`bre:
Bm est l’alge`bre engendre´e par l’espace vectoriel Wm et l’unite´ de Tm(K) .
Wm est l’orthogonal de l’espace vectoriel R
1
m :
R1m = Tm(L) ∩ ker(π
1
x : T (L)→ Invd(F )) .
Nous allons montrer que Bm co¨ıncide avec l’alge`bre B
m engendre´e de la fac¸on
suivante dans Tm(K):
pour tout f ∈ F soit Y mt,op(f) de´fini par :
Y mt,op(f) =
∑
n∈(0..m)
⊗nyt ◦∆
n−1
F,op(f) ∈ Tm(K)
ou` ∆F,op de´signe le coproduit oppose´ sur F ,
et ou` y : F → Invd(L) de´finit yt : F → K par la co¨ıncidence de y(f) avec la
transposition de l’ope´rateur multiplication a` gauche par yt(f) ; pour n = 0 ,
Yt,op(f) = ǫF (f).
Soit Bm l’alge`bre engendre´e dans Tm(K) par l’espace vectoriel Y
m
t,op(F ) et
l’identite´ de Tm(K) ;
on a le the´ore`me suivant:
The´ore`me 4.5 L’orthogonal de Bm dans Tm(L) est l’espace des relations
d’ordre m : Rm(Ux) ; et l’on a donc
Bm = B
m , ∀m .
De´monstration.
Dans le the´ore`me 4.1 on a vu que w ∈ Tm(L) est une relation de Ux si et
seulement si :
< πy(T (F )), τ(w) >= 0
si et seulement si
ǫL ◦ πy(T (F ))(τ(w)) = 0 .
En particulier e´valuons cette expression sur f ∈ F ⊂ T (F ) ; par la line´arite´
de l’ope´rateur πy(f) sur T (L) , l’on a :
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ǫL◦πy(f)(τ(w)) =
∑
n∈(0,m)
< ⊗ny◦∆n−1F (f), τ(wn), >=
∑
n∈(0,m)
< ⊗ny◦τ◦∆n−1F (f), wm > ,
ce qui est e´gal a`
∑
n∈(0,m)
< ⊗ny ◦∆n−1F,op(f), wm >=< π
m
y,op(f), w > .
ou` πmy,op(f) est l’ope´rateur invariant a` droite sur Tm(L) correspondant a` la
multiplication a` gauche par Y mt,op(f) dans Tm(K).
Conside´rons plus explicitement l’ope´rateur πy(f) ◦ τ :
πy(f) ◦ τ = ǫL ◦ πy(f)⊗ id ◦ τ ⊗ τ ◦∆L
ou` l’on a utilise´ le fait que ∆L et τ sont respectivement un morphisme
d’alge`bres et un anti-homomorphisme d’alge`bre.
On obtient donc :
πy(f) ◦ τ = τ ◦ πy,op(f).
Donc w ∈ Tm(L) est une relation d’ordre m de la bige`bre Ux si et seulement
si pour toute suite (f1, f2, ...fq) l’on a :
ǫL ◦ πy(fq) ◦ ... ◦ πy(f2) ◦ πy(f1) ◦ τ(w) = 0 et ǫL ◦ πy(1)(τ(w)) = 0 = ǫL(w).
Par l’ite´ration de la formule pre´ce´dente on obtient donc que : w ∈ Rm(Ux)
si et seulement si pour toute suite (f1, f2, ...fq) l’on a :
ǫL ◦ τ ◦ πy,op(fq) ◦ ... ◦ πy,op(f2) ◦ πy,op(f1)(w) = 0 et ǫL(w) = 0 .
L’on a aussi ǫL ◦ τ = ǫL, et utilisant l’anti-isomorphisme entre les ope´rateurs
invariants a` droite sur Tm(L) et l’alge`bre des ope´rateurs multiplications a`
gauche sur Tm(K) l’on obtient :
w est une relation d’ordre m de Ux si et seulement si w est orthogonal a`
l’alge`bre Bm engendre´e dans Tm(K) par les ope´rateurs Y
m
t,op(F ) et l’identite´
de Tm(K).
La comple´mentarite´ de ces deux constructions de Rm(Ux) provient de ce
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que les deux alge`bres identiques qui de´finissent l’orthogonal de cet espace de
relations, Bm et B
m sont engendre´es par des sous espaces vectoriels diffe´rents.
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